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1. 序
レオンティエフの動学的投入産出分析は，その投資方式によって種々の体系
で行われるが，標準的な形は次期での全生産に丁度見合うように資本ストック
を今期に調整するという仕方の投資を想定した差分方程式体系である。この動
学体系の解としての産出量を逐次的に導出する場合， 資本係数行列 Bの少く
とも一つの行が完全なゼロベクトルになるという， B行列の特異性に配慮した
諸解法が種々提案されて来た。その中にはシステム論者による的確な見解が多
く，筆者はそれらを中軸にした最近までの十数年に及ぶ展開を整理して，当該
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問題の諸解法を検討する。まず第2節で動学的レオンティエフ体系の特色を示
した後，次の 4節で主要な逐次解法を詳論し，第 7• 第8節で中核的解をシス
テム論的に特徴付ける。第 9節は数値例による比較を与え，最後の 2節は解の
非負性を保持するための条件を明らかにする。
2. 動学的レオンティエフ体系
いま n(22)種の財がn産業部門により生産される（各部門が一種類の財を生産
する）場合を想定し，第 t期の産出量を n次の列ベクトル幻と記そう。幻の
生産において原材料（資本財の減耗を含む）として費消される財を補填するための
中間需要は， A幻と表示される。ここに Aは nxnの非負行列で， いわゆる
投入係数行列である。第 t期における最終需要（投資を除く）を、n次の列ベクト
ル 4で，同様に投資を AK,で示すと，産業全体の需給均等状態は次の (1)
式で表わされる（ただし氏は第t期の資本ストックを示す）。
功=A功+AKげ d, (1) 
AK, は資本ストックの増加分を意味し，これは次期以降の産出増大に役立つ
であろう。けだし，各期の生産のために或る水準の資本ストックが必要で，増
産は資本ストックの増加を前提にして長期的に可能であるから。そこでいまー
期間に第 i財を一単位産出するのに必要な資本ストックの大きさを n次の列
ベクトルで表わすと，機械設備や原材料在庫などの必要ストック量（産出ー単位
当りの）がその列ベクトルに正値の要素として現われ，その他の要素はゼロであ
ろう。この様な列ベクトルを全ての財 (i=1,2, …，n)の生産について求め， これ
らを順に横に並べて得られる行列(nxn)を資本係数行列と呼び， これを Bと記
すと，幻の産出にとって必要な資本ストックは B幻である。従って次期（第t
+1期）の産出幻+I に対して資本ストックを適正な水準に保つには，経済全体
にとって今期の投資（資本ストックの変化分）は
AK,=B(幻+Iー 幻） (2) 
でなければならない。この様に投資を決めることを想定するのが Leontief
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(1970)であり， (2)の関係を(1)式へ代入した次式
x, =Ax,+ B(X1+1―x,)+d、
が動学的レオンティエフ体系である。
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(3) 
(2)の投資方式は資本財の部門間移転を前提にしていることに注意すぺきで
ある。産出量が各財について前期より減少していないならば， (2)の方式の投
資は各部門で資本ストックが以前と同等以上の水準を保つことになるが，．いづ
れかの財が前期より減少する時にはその縮小部門での既設の資本ストックの一
部分は他の部門へ移転され，この資本財移転を考慮に入れた全部門での資本ス
トック変化分が(2)式右辺の意味するところである。
ところで簡単な実例として， 4部門の場合の投入係数行列 Aと資本係数行
列 Bの，イギリス (1972年）の推計結果を次に掲げておく。ただし後の分析に
対応するように， Barker(l971)の原表と違った部門配列にした。すなわち我々
の部門分類は，第 1部門＝製造業，第2部門＝鉱業・建設・電気・ガス，第3
部門＝運輸・サービス，第4部門＝農業・食品である。 A と Bの各行列にお
ける配列はこの分類の第 1~第4部門の行と列から成っている。
0. 4602 0. 2611 0.1523 0.1648 
0.0778 0.1784 0.0373 0.0361 
A=I (4) 
0.0770 0.0821 0.08-27 0.0886 
0.0063 0.0199 0.0031 0.3208 
0. 7486 1. 3393 1. 3646 0. 5922 
0.2456 0.9983 0.9512 0.2445 
B=I (5) 
0.0766 0.1736 0.1724 0.0638 
0.0000 0,0000 0.0000 0.0000 
3. 後向き逐次解
資本係数行列 Bは前節で説明されたように或る行はすぺてゼロ要素になる
と考えられ， (5)に例示された B行列の第4部門（農業・食品）に対する必要
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資本係数はすべてゼロとなっている。かくして Bは特異な行列であり， その
逆行列は存在しない。 Leontief(1970)はこれを考慮に入れて， その動学体系
(3)を解く方法として次のような逐次解法を提案した。まず非特異な
G=I-A+B 
の行列を定義して， (3)式を
G幻ーB年 1=d1
(6) 
(7) 
と書き換え， t=O,1, …， Tについて (7)式の全体を (8)のように行列表示す
る。
G -B l [ X幻。1 d。G -B d1 
(8) 
~ -B lダ・T-1 dT-1 
G 幻 二dr
ただしここでは第 T+l期の産出はゼロと想定されている。 (8)式左辺の係
数行列の次元は nxTであり，これをそのまま逆転するより，第 T期から始
めて時間逆行的に出を解けばよい。すなわち最初に
功・=G-1dT
を得て，次に
ダT-1=G→(B石 +dr-1)
=G-1BG-1必十G-1dr-1
を得，更にその次に
ダT-2=G→(BダT-1+dr-2) 
(9a) 
(9b) 
=(G-1B)2G-1dr+G-1BG-1dr-1 +G-1dr-2 (9c) 
を求めるというようにして， 逐次に解を得て最後に約を導出するのである。
これらの解の系列を一挙に示すと次のようになる。
314 
“゜X1 
ダXT-1 j 
ただしここでは
R=G-1B 
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I炉芦盃．．．だc;-' ,~: G-1 RG-1 ••• RT-IG-1 . . . ．． (10) ． ． 
Gー1RGーlJ I dT-1
c-1 dT 
(11) 
と置く。 (10)式右辺の行列がいわゆる "LeontiefDynamic Inverse"であ
る。 (10)式の解を出について (t=O,1, …、T)
x,=G-1d、 +RG古如 +lf-G—Id、+2+···+RT-,c-1み (12) 
と表すことができるが，これは今期の産出が今期以降の最終需要の系列に依存
して決まることを示す。しかも R,lf-, R.3, …の系列は収束的でない可能性が
ある (Leontief(1970)のAppendixI)。特に普通の経済状態では予め知られて
いるのが初期値であるので，上記の後ろ向きの逐次解は現実的でない。これら
の理由に基いて，体系(3)を解く別の方式が色々提起され，まず最初に開発さ
れたのは時間順序の前向き逐次解の方式である。
4. 前向き逐次解 (Kendrick)
Kendrick (1972)は資本係数行列 Bのゼロ行の部分とその他の部分に区分
し，後者を更に正方行列と矩形行列に分け， 次の様に分割する。 ここに (n-
m)行をゼロ行の部分と想定する。
B +~: j (!:=]::~m) (13) 
この区分において Buは正方行列でゼロ行を含まない。 (13)の分割を (5)の
Bに適用すると， Buは最初の 3X3の行列， B12は 1X3の行列に相当する。
(13)の分割に対応して投入係数行列 A を同様に分割したものが
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A-[-~;+-t;---] (14) 
であり， Auはmxmで， A22は (n-m)x (n-m)である。従って (6)の
G行列も同様に次のように分割される。
(m) (n-m) 
G~u=~ ー：恥―t=:・'.. ]+t: こl::~m) 0•l 
ここにGuとG22は非特異である。
(13)と(15)の分割された B とGを用いて， (7)式を次の 2式に分けよう。
Guが+G12が一B11X1+11-B12ダt+12=d、1
G21が+G22が=d,2
(16) 
(17) 
ただしここに“‘の初めの mベクトルと残りの (n-m)ベクトルにそれぞれ
分割し，前者をがとし，後者をがとした（年1についても同様の分割が行われ
た）。まず(17)式をがについて解き
x,2=G22→ (d、2-G21が） (18) 
を求め， これを(16)式へ代入する（その時(18)の関係式が第 t+l期にも成立するこ
とを考慮に入れる）と，次式が得られる。
[Gu -G1.2G22-1G21Jx,1 _-_[Bu -B12G22-1G21JX1+11 
=dt1-G12G22古が＋恥G22—ldt+12 (16') 
(16')式を幻+IIについて解き，一期遅らせると
叶=[B12G記 G21-B11J→[d、ー11-G12G22-1d、オ+B12G22-1d、2
-CG11-G12G2戸G21)X吋］ (19) 
となる。 (19)と(18)より逐次的に幻が解ける。
いま初期値としてが， d。およびがが与えられると， (19)よりがが求
められ，これを(18)へ代入して x,2を得る。次に d,と diが与えられると，
同様に(19)と(18)を用いて石が求められる。一般に d、-1 とがが与えられ
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ると， (19)と(18)によって幻が算出され，それは t=l,2,・ の順に逐次解と
して求められるのである。かくして動学的レオンティエフ体系(3)は時間順序
に従って前向きに解くことができる。
5. 前向き逐次解 (Luenberger-Arbel)
第4節における前向き逐次解の方式は，体系(3)を時間順序に沿った逐次解
の一種であるが，これが唯一の方式であるという保証はない。別の方式がある
かも知れない。そこで Luenberger-Arbel(1977)はこの体系(3)が前向き逐
次解をもっための必要十分条件を探究して，その条件から前向き逐次解の標準
的な方式について論じている。
.(7)式において B と Gの行列の分割 (13)と(15)を考慮して次のように表
わそう。
［：］年1=[: ] Xt-dt 
ただしここに
C=CBn B,2) 
D=(G11 G12)=([-A叶 Bu, -A,2 + B,2) 
H=CG21年）＝（一A21,I-A22) 
(20) 
(21) 
である。 (20)の体系が前向き逐次解を持っための必要十分条件は次のか<n行列
[:] (22) 
が非特異であることを Luenberger-Arbel(1977)は証明する。まずその十分
性を証明しよう。
(22)の行列の逆行列を
[:]―; [E F] (23) 
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と記そう。ただし Eは nxm,Fは nx(n-m)の行列であり， (21)を考慮
すると次のようになる (Murata(1977), p. 9の(32)式を適用）。
ここに
E= [ 
p 
(I-A22)-1A21P] 
-PB12U-A22)-l 
F= [ (I-(I-Azz)一1心 PB12)(I -Azz)一1] 
(24) 
(25) 
P= [B11 + B12 (I-A22)古知］一I (26) 
である。 p-1が非負の行列であることは明らかであるが， Eと Fは一般に非
負行列ではない。
いま m次の変数ベクトル（必要資本量） Ytを
y,=C功 (27) 
と定義すると， この定義と(20)式の下部((17)式と同じ）とから次の関係を得る。
[ : ]功=[ ;:2 ] 
これを Xtについて解き， (23)を考慮すると
功=Ey,+Fdt2
となり， (29)を(20)式の上部へ代入して
Y1+1 = DEy, + DFdt2一di1
が導出される。かくして初期の必要資本量
Yo=Cx。
(28) 
(29) 
(30) 
(27') 
が与えられると， (30)式によって Ytの逐次解が前向きに求められ， それを
(29)へ代入して幻の前向き逐次解も得られる。（十分性の証明了）
次に(27)の Ytを状態として(20)が前向き逐次解をもっためには， (22)の行
列が非特異であることを必要とすることを示そう (Luenberger(1977)に依拠し
て）。功をヵと d,で表示して解くために， (20)と(27)から適当に n個の式
を結合して出が決定され得るようにしなければならない。そのような結合式
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の中に t以外の期を含ませることはできない。故にこの要請に適合するのは
(28)式に外ならない。 (28)式より功を一義的に決めるには(22)の行列は逆転
可能（つまり非特異）でなければならない。（必要性の証明了）
かくして(29)と(30)の両式から成る体系は， (27)の制約下に(20)の前向き逐
次解を求めの時の一般形であり， それは y を状態変数， 功を観測変数とす
る状態空間形を構成していることに注意しておく。真に動学的構造を保つのは
(30)式で，それは m次の状態変数の運動を定め， (29)の関係式によりそれが
n次の観測値に変換される。いま (29)の中の y、ヘ一期遅れの (30)式を代入
し， (27)を考慮して整理すると，次のように功で表示した逐次解の式が得ら
れる。
功=EDECX1-1 + E(DFd,--12 -d,-1 I)+ Fd,2 (31) 
これは前節で求められた逐次解の式(19)と(18)の体系とは異ったもので，計算
目的には簡便に見える（次節で一層簡便な式を示そう）。
6. 前向き逐次解 (Livesey)
(3)の動学的レオンティエフ体系の前向き逐次解として，既に紹介したもの
の他に Livesey(1976)の方式も注目に値する。その長所は (31)式よりも簡単
な類似式の導出にある。いま二つの nxn行列
Im O O 0 吋。 J ]2=[。fn-m] (32) 
を定義して， (16)と(17)をそれぞれ n次元の式
]1G功一f1B年 1=]必 (16*) 
]2G功＝］必 (17*)
に書き換え， (16*)式を一期遅らせて(17*)式へ辺々加えて
f1Gダ1-1+[J2G-]1BJ功=]1d1-1 + ]2d1 (33) 
を得，これを幻について解くと次のようになる ((13),(15), (21)および(32)を
考慮して）。
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C -i D ダ,=[-H] ([。］出-1-]1d1-1 -]2d1) (34) 
ここで(23)の記号を用いて，
[ C ]―1=[E -F] 
-H 
の関係を得るので，結局において(34)式は
x,=EDx,_,-Ed1-11+Fdt2 
(23') 
(35) 
と表わせる。この(35)の逐次解は前節での(31)よりも簡潔な形をしており，計
算目的に一層適している。
ところで(35)式の動学的構造も， (31)式のそれと同様に基本的には m次元
の(30)式に帰着することを明らかにしておこう。 (30)式の左側から行列 Cを
乗じて， (27)の変数変換をし，
CE=Im, CF=O, EC+FH=ln 
の諸関係と(17)式を考慮すると
y,=D(EC+ FH)X1-1 -d1-11 
(36) 
=DEY1-1 +DFd1-12-d叫 (30')
が導出されるのである。つまり(35)式の性格は本質的には(31)式のそれと共通
であると言える。
7. 状態空間形
Luenberger-Arbel(1977)によって提示された(29)と(30)の動学体系は，ぃ
わゆる状態空間形を成している。これと同じ体系を最初に発表したのは Live-
sey(1976)で，その学会報告は既に 1974年に行われた。以下で Livesey(1976)
の変換方法に従って当該の状態空間形を導出しよう。まず
B*=J,B-]zG=B-]z(I-A) 
F*芋 (I-A)-1B*
と置いて， (33)式を幻について解くと
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功=(B*)→{(B*+I-A)x、-1-]1如ー］仙｝
=(I+(F*)→） Xt-1-(B*)→ U1d1-1+J必｝
となる。ただし(39)では
f1G=B+ ]1 (I-A) =B*+ I-A 
の関係を利用した。いま
云戸功+(B*)→12d、
の変数変換を行うと， (39')は
(39) 
(39') 
(40) 
(41) 
云、=U+(F*)-1)云1-1-[U+(F*)一I)(B*)-1]2 + (B*)-1]』d1-1・
;;.CF*)→ (F*+I)和ー[(F*)→(B*)-1]2 + (B*)→ ]d← r (42) 
と表わせる。更にもう一度
が=B*ふ
と変数変換すると， (41)と(37)を考慮して
x,*=B*幻＋］必
=[ B凶 +B心,.2
A21が一(I-A22)が十d、2] 
=[~] Xt 
(43) 
(43') 
(44) 
(44') 
となることが分かる。 (44)から(44')への移行において， (21)での Cの定義と
(17)式を利用した。 (43)の変換により， (42)式はつぎのように変形できる。
x,*=B*(F*)→ (F*+I)(B*)-1x、-/-(B*(F*)→(B*)-lf: け I)d1-1
(42') 
今後の計算に便利なように
E*=B*(I-A)-1 = B(I-A)-1-]2 
を定義すると，
F*=(I-A)-1E*(I-A) 
(F*)-1 = (I-A)→ CE*)→ (I-A) 
．となり，
(45) 
(46) 
(46') 
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B*(F*)-1=!-A 
(I-A)F*=E*(I-A) (46") 
(I-A)(B*)一l=(E*)一1
の諸関係を得て，これらを(42')式へ考慮することにより次式が導出される。
功*=(I+(E*)→）ダ1-1*-((E*)-IJ叶 I)d1-1 (47) 
この式を状態方程式と考えると，それに対応する観測式は (43')より次のよう
に求められる。
功=(B*)一切＊一CB*)-lJ必 (48) 
いま(44')に着目して，がを m次元の変数 Ytへ変換できる。すなわち
Y1=]年 =C功 (49)
である。ここに
圧 UmOJ Cm~、 n)
と置かれる。従って(47)式は
J1=](I+(E*)→） f*Yt-1 -]((E*)-lJ叶 I)d1-1
に縮約される。ただし］＊は次の行列を示す。
]*=[ Im ] (nxm) 
゜
(50) 
(51) 
(50') 
(51)式は Ytを状態変数とする状態方程式であり， これに対応する観測式は
(43')の関係より次のように求められる。
幼=(B*)-1]*Yt -(B*)-1]叫 (52) 
(51)と(52)から成る状態空間形は，実は (30)と(29)のそれに相等しいのであ
り，その証明をしておこう。まず(52)式について考察する。
(37)と(23')より
C -1 
(B*)-1=[ -H ]=[E -F] 
を得て，これを(52)式の係数行列へ代入すると，
(B*)-1]*=E, (B*)一1]2=[0-F] 
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となり，従って(52)式は(29)式に外ならないことが分かる。
つぎに(51)式の係数行列を変形しよう。逆行列の分割表示 (Murata(1977), 
p. 9, (32))により
(I-A)_1 = [ Q QA12G22ー1
-G記 G21Q,[I-G22-1伽QA12JG22-i ] 
(54) 
となる。ただし Qは次の mxm行列である。
Q=[l-Au + A12G22-1ら］一1 (55) 
故に(45)の E*は次のように表現できる。
E*= 
［だQ,[P→ QA12 + B12JG22 -i 
0 -fn-m ] 
(56) 
ここに Pは(26)に定義された行列である。従って E*の逆行列は，公式(Mu-
rata (1977), p. 9, (35))により
CE*)一I=[
Q-1P, [A12+Q-1PB12JG22-I 
0 -In―m ] 
となる。かくして(51)式の右辺第一項の係数行列は
J(I+(E*)→） J*=Jm+Q-IP 
であり，第二項のそれは
]((E*)-1]2 +I)= Um, (A12 +Q-1 PB12)G記］
(57) 
(58) 
(59) 
である。そして(30)式の係数行列が
DE=lm+Q-1P・(60a) 
DF= -CA12 +Q-1 PB12)G22→ (60b) 
となることを示すのは， (21)の D,(24)の E,および(25)の Fを活用すれば
容易であるので省略する。
かくして(51)の状態式は(30)式と， (52)の観測式は(29)式と，それぞれ同一
であることが判明した。次節では，これらの式から成る体系が可制御・可観測
であることを証明する。
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8. 可制御・可観測な体系
(51)式の係数行列を簡単化して
M=JU+CE*)-1)J*, L=-JCCE*)-1J2+n 
と記すと，その式は次のように表わされる。
元 M応+Ld、-1
また(52)式も同様に簡略化して
功=Ny1+Sd,
と書き換える6ただしここに
N=(B*)一1]'1, S= -(B*)-1]2 
と置く。この節では(51')式と(52')式の簡略形を用いる。
(61) 
(51') 
(52') 
(62) 
(51')式が可制御(controllable)であると言うのは， Ytの任意の初期値 y。から
出発して，予め指定されたその目標値へ到達可能であるという意味である(Mu-
rata (1977), p. 370を参照）。ところで(59)より明らかに行列 Lの位は m に等
しいので， (51')式の可制御行列
[L, ML, M2L, …，記丸］ (63) 
の位も m に等しく，従って当該式は可制御である(Murata(1977), p. 366を参
照）。
つぎに(51')・(52')の体系が可観測(observable)であるというのは，或る期間
Tの観測データ x,(t=O, 1, ・・, T-1)から Yoが一義的に決定できることを意
味する(Murata(1982), P: 21を参照）。いま (52')式へ(51')の関係を逐次代入し
て
I 
功=NM'yo+エNMT-ILdt-T+Sd、 (64) 
T=l 
を得， t=Oの(52')式と t=l,2,…，T-1の(64)式とから，当面の体系が可観
測であるための必要十分条件(Murata(198~). p. 21, Theorem 9')としては
[N', M'N', …， (M)m-lN'] (65) 
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の可観測行列の位が m に等しいことである。 (62)の N の定義と (53)より，
Nは(23)での Eに等しく，この Eの位は mであり，従って(51')・(52')の
体系は可観測である。
9. 数値例による解の検討
(51)・(52)の体系が動学的レオンティエフ体系(3)の解の根底に横たわるこ
とは以上の考察で明確となった。この体系に実際の係数値を適用する時に，そ
こから算出される解の系列が経済学的に見て意味を有するかどうかを検討しよ
う。Aと B の行列の数値として，計算の簡単化のため， (4)と(5)をそれぞ
れ下記の (4')と(5')に変えたものを採用する。特に(5)の B の第 3行の値は
運輸・サービスを内容とするので無視できる程に小さいことに着目して，その
行は(5')ではゼロベクトルとした。
0. 46 0. 26 : 0. 15 0. 16 
0. 08 0. 18 ¥ 0. 04 0. 04 
A= ・--・・・・・・・・・・・・・--・・・・・・・・・-------------・・--・--
0.08 0.08 0.08 0.09 
+AuLA,] c,i 
A21 I A22 
0.01 0.02 0.00 0.32 
Q.75 1.34 1. 36 0. 59 
0. 25 1. 00 0.95 0.24 B1 1 B12 
B-I {) Oo O 00i 000 {){)I) -l。。] (5') 
0. 00 0. 00 : : 0.00 0.00 
(4')と(5')の産業連関の投入係数行列と資本係数行列の数値を， (51)式と
(52)式の係数行列の算定に適用すると， (53)~(59)および(24)~(26)の諸関係
に基づき， (51)式は
2.45 -2.23 -1 0 0 0.71 
y,=[ -0. 80 2. 82 ]兄＋［。 -1 0.74 0.10]心 (51*)
となり， (52)式は
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2.39 -3.25 0 0 -0.18 -0.95 
-0. 75 1. 93 0 0 -0.89 -0.15 
功=1 Yt+ 141 (52*) 
0.14 -0.11 0 0 0.99 0.05 
0.014 0.007 0 0 -0. 03 1. 45 
となる。 (Livesey(1979)は(4)と(5)のA行列と B行列の数値を用いて， (51)式
と(52)式の係数行列を算出しているが，上記の(51*)や(52*)と較べて可成り桁数の大きい
数値が目立つ。恐らく計算ミスであろう。）
同様に(4')と(5')のデータを用いて，幻に関する逐次解の(31)式と(35)式の
係数行列を計算すると， (31)式は
2.72 -3.17 -2. 27 1. 51 
-0. 76 2.59 2.16 -0. 29 
功=I f Xt-1 
0.17 -0. 05 -0. 01 0.11 
0.019 0.027 0.028 0.014 
-2.39 3.25 2.41 -1. 37 
0. 75 -1. 93 -1. 43 0.34 
+I I dt-1 
-0.14 0.11 0.08 -0.09 
-0. 014 -0. 007 -0. 005 -0. 01 
0 0 -0.18 -0. 95 
0 0 -0.89 -0.15 
＋ dt (31*) 
0 0 0.99 0.05 
0 0 -0. 03. 1. 45 
となり， (35)式は次の(35*)になる。
2.53 -3.33 -0.07 0.38 
-0.64 2. 70 0.85 0.06 
功=I Iダt-1
0.16 -0. 05 0.07 0.04 
〇.019 0.028 0. 023 -0. 007 
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-2.39 3.25 0 0 0 0 -0.18 -0.95 
0. 75 -1. 93 0 0 0 0 -0.89 -0.15 
+I dt-1 + I dt
-0.14 0.11 0 0 0 0 0.99 0.05 
-0. 014 -0. 007 0 0 0 0 -0.03 1. 45 
(35*) 
(31*)と(35*)の見掛け上の相違にも拘らず，両者は共に(51*)と(52*)より派
生したものであるので，動学的性質の検討は後者について考えればよい。 (51*)
式についての固有方程式は
).-2.45 
0.80 
であり，その根は
2.23 
=0 
l-2. 82・ 
入1= 1.285, Az=3. 985 
(66) 
(67) 
と算出され， 特に -l2に対応する固有ベクトルは正値と負値の要素を共有する
ことになり，このことを (52*)式へ考慮すると，出に負値の要素が入る可能性
が生ずる。功は各財の産出であるから，その要素は非負でなければならない。
次節では功の解の非負性の問題が取り上げられる。
10. 同次式体系の解
動学的レオンティエフ体系(3)の解としての産出幻は非負ベクトルである
べきである，と言う視点に立った理論展開を Meyer(1982)が行った。彼はま
ず(3)に対応する同次式
功=A功+B(X1+1―x,)
の性質を調べるために， (68)を次のように書き換える。
(I-A)-1B(年 1ー出）＝功
そして(69)式の基本解を
功＝ど(1+μ→)1 
(68) 
(69) 
(70) 
とおく。ここに圧0,どは非ゼロのベクトルである。 (69)式へ(70)を代入す
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ると
[I-μ → (I-A戸B],=O
を得，従って(69)式の特性方程式は
JμJ-(I-A)一1Bl=O
となり， (72)式の根μ;に対する固有ベクトルもは
[μ;l-(I-A)-1B]も=O
より求められる。
(71) 
(72) 
(73) 
ところで (I-A戸Bの固有値と B(I-A)-1のそれは相等しい (Murata
(1977), p. 13の定理8を参照）。更に B行列が (13)の形を成している事と (I-
A)-1の分割形 (54)とを考慮に入れると， (72)の特性方程式の非ゼロ根μ は
lμJ-P-'QI =O (74) 
の根に等しいことが分かる。 (74)の代りに
lμJ-QP-11 =O (74') 
でも構わない。 (74)または(74')より得られる根山の個数は m 個であり，各
出を
[μ;J-B(l-A)→ ]TJ;=O 
ヘ代入して T/iを求め，その後
む=(I-A)-1TJ;
によってもを計算する。なぜならば
(I-A)→ [µJ~BU-:-A) • ](I-A)む=[μ;J-(l-A)-1B]む
であるから。
むを求めると， (69)の同次式の一般解は
”’ 功=2.: 如(1+μ戸）も
i-1 
となる。ただし約は境界条件により決まる定数（正値の）である。
(75) 
(76) 
(77) 
ここで Meyer(1982)の一つの命題を提示しておく（証明は簡単であるので省略
する）。
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〔命題 1〕いま A を分解不能の行列と想定し， (I-A)-1Bの最大固有値を
μIとすると，も>Oとなり，その他の出（戸1)に対する固有ベクトルは非負
ではないも
前節での数値例によって算定すると
p-lQ=[ 2.13 2. 61 
0.94 0. 70] 
となり，これを(74)に代入して
μ1 =3. 495, μz=O. 335 
(78) 
(79) 
を得る。また (I-A戸を (54)の分割形で算定した B(I-A)-1は次のように
なる。
B(I-A)-1= 
[ p-1Q, (P→ QA12 + B12) (I-A22)ー1
0 0 . ] 
故に(75)式は
T/i1 
(80) 
［出[-P-1Q, -(P→ QA12+B12)CI-A22)-l'1;2 
0μ;J ]。 I=O (81) ?
となり，さらに縮約して
[μ;l--'-P-IQJ [ 7/i ] =0 
1/i2 
を得る。 (81')式へ(78)と(79)の数値を代入すると，
7/n =1, 1/12=0. 523 
i=2の時には
1/21 =1, 1/22= -0. 688 
i=lの時には
(81') 
(82a) 
(82b) 
と算出される。 (82a)と(82b)を用いて(76)式によってもを求めると次のよう
1)この帰結には (I-A)→B の分解不能性があればよく， そのために A と B が充た
すべき必要十分条件を Szyld(1985) はグラフ理論で提示し f~o
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になる。
も＝
2.39 
0.88 
0.29 
0.06 
ら＝
1. 54 
-0.69 
0.08 
0.002 
(83) 
かくして前述の命題 1は我々の数値例にも当てはまる。そして{79)を用いて
1+μ 戸=1.285 < 3.985=1 +μ 戸 (84)
を得るが， このことは(77)の一般解（数値例の）
2.39 1. 54 
0.88 -0.69 
功＝佑c1.2ss)1 I +a2(3. 985)' I (85) 
0.29 0.08 
0.06 0.002 
において， tが大きくなると右辺第二項のウェイトが増して， 出に負の要素
を生ずることを示している。このような経済学的に無意味な事象を避けるため
に， (85)式の第一項の均斉成長を中心とした出の正値性を保証する条件を
Szyld (1985)は与えたが，この条件が現実のデークによって充たされることは
殆どない(Duchin-Szyld(1986), p. 3を参照）。
1. 解の非負性のための条件
非負行列 P→Qのフロベニウス根（最大固有値）を μ1(>0)と記し，出を一
般的固有値として
入;=l+μ;-1 (86) 
が I+Q-1Pの固有値であることは，μ戸(=..t;-1)が:Q-lpの固有値であるこ
とから自明である((67)と(84)の数値関係を参照）。特に Atは(69)の同次式体系の
均斉成長率十 1に等しく，入1の t乗の値で(3)の体系を除して，次のような
体系を得る。
y,=U+U-A)-1B)x,-i1U-A)-1臨+I (87) 
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ただしここに
る、=功;i/
9戸 (I-A)-1d凸‘
と置く。
(88a) 
(88b) 
1337 
Meyer (1982)は A を分解不能の行列と想定して， 前述の命題 1に基づき
(I-A)-Bの μIに対応する（行）固定ベクトル PC正値ベクトル）を， (87)式へ左
側より乗じて，次の(89)を得る。
Py,= (1 +μ1)Px,--l1μ1Px1+1 
=(1十μ1)P(x,ー X1+1) (89) 
(88b)の定義により，最終需要（投資を除く） d, は非負(~O)であるので）は
正値をとる。従って(89)より，あらゆる tについて
Px,>Pxt+_i (t=O, 1, 2, …） (90) 
が成立する。 Pは正値ベクトルであるので，功従ってまたみがあらゆる tに
ついて非負ベクトルであるならば， (90)の逓減的系列は
元>x、 (t=O, 1, 2, ・） (91) 
となる正値ベクトルるの存在を保証する。書き換えると， あらゆる tについ
て
x,<..tほ (t=O,1, 2, …） (91') 
である。
また (89)式を t=O,1, 2, …T-1について辺々加算して次式が導出される。
T-1 
Pエぅ、=(1+μ1)P(x゜―る分 (92) 
=ヽO
(92)の Tを無限大にすると， PxT>oであれば
00 
P~y、く(1+µ1)Px。
l=O 
(93) 
を得る。 Pが正値ベクトルであるので， (88b)の定義を考慮して， (93)は
00 d, 
(I-A)-1エー <o
t=O対
(94) 
331 
1338 関西大學『継漬論集」第36巻第5号 (1987年2月）
．を含意する2)。
以上をまとめて， Meyer(l982)の命題 2としよう。
〔命題幻 A,Bを非負正方行列， Aを分解不能と想定し， ;.1―1を(68)の
同次式体系の均斉成長率とすると，体系(3)の解が非負となるための必要条件
は(94)である。また(3)のすべての非負解について (91')を成立させる正値べ
クトル;が存在する。
注意すべきは命題1と2は B行列の特異性とは無関係と言うことである。
なお d,が
d,=(1+a)1d。
と指数的に成長する時には，その成長率 0 は
a<,l1-1 
でなければ(94)の条件は充たされない鸞
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